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ANALIZA PORTFELA O RYZYKU DOWOLNIE MAŁYM 

Grzegorz Koszela 
Szko ł a Główna Gospodarstwa Wiej skiego w Warszaw ie 

Streszczenie. Dążeni e do minimali zacji ryzyka jest naturnlm1 knnccpcj <\ in wcs t ycyj1ą 

W praktyce portfelowej koncepcj a ta rea li zowana.j est przez do l<1czcnic clo skl:1clu po rt k ia 

pap ierów wo lnych od ryzyka. których najbardziej popu larnym rcprczc:ntant c:m ·''\ ohli ),:<1-
cj c. W szczegó ln ości j es t to moż li we nawet wtedy. gdy wyj śc i owo dysponuj e: si.,: skl;1dc111 
porllela o minimalnym ryzyku. Ryzyko port fe la po do l ączcn iu ob i ig;1cj i 111oic zma leć 

dowolni e. jeś li w portfClu zn ąj dzic si.,: odpow iednio dużo tych ob li gac ji . D lat c:go tc:i. 111 0 -

rzom:: w niniejszej pracy portklc autor nazywa .. portfc la111 i o ryzyku cl owo lni c: malym·· . 
Koncepcja tworzenia takich portfe l i jest analog iczna do budowy portlc l i '/ linii rynku 
kap it a ł owego (CML - ang.: capi tal market li ne). 

Słowa kluczowe: portfel. ryzyko. po rt le i rynkowy. krótk a s p r zc:cl; 1 ż 

WSTĘP 

Praca stanowi bezpośredn i ą kontynuacjce wcześ ni ej szych publ ikacj i Clut01";1 I l(osz.cla 
20031 i rKosze l<l 2004]. W szczegó lności w pracy [Koszela '.2004 1 uzysbno wzory na ryzy­
ko i zysk tzw. portfe la rynkowego, co w konsekwencji pozwo li lo ok reś li ć za kres zm ian 
ryzyka i zysku dowo lnego portfe la z linii rynku kapi talowcgo. tzn. z prostej J ączącej 

punkt odpow i adający ob ligacjo 111 z punktem rep rezentuj ący111 portlCI rynkowy (w ukla­
dzie wspólrzędnyc h ryzyka i zysku, tzn. odpowiednio odchy lenia standa rdowego i oczek i­
wanej stopy zwrotu). Podano też wzory na ski ad, ryzyko i zysk tak i ego port tel a w za l eż­

n ośc i od stopni<l awersji do ryzyka bądź równoważni e - od stopn ia oczek i wa 1i uzyska ­
nia odpowiedni ego zysku. N iestety, nic ma moż li wośc i przeni es ieni a tych nowyc h wy­
ników na przypadek portfeli w ieloskladnikowych. Tc moż liwośc i pows t ają j ednak po 
wprowadzeniu przez :iutora niniejszej pracy nowego pojęc ia „ portle la o ryzyku dowo l­
nie malym" . Wyj śc i owo dowo lne zmniej szanie ryzyka od nosi sice do portfe la akcyjnego 
o minimalnym ryzyku z możliwośc i ą rozważe n i a portfe la o dowolnej i l ośc i akcj i . Po 
dolącze niu obl igacj i ryzyko portfe la może spaść nawet do ze ra. M oż l i we j es t równiei., 
dz i ęki krótkiej sprzedaży, uzyskan ie (przynajm niej teoretycznie) dowo lnie dużego zysku . 

Adres do korespondencj i - Corrcsponcl ing autho1„ Grzegorz Kosze la. K atedra [ konomctni 1 l n!'o1·­
mmyki. Szko la Glówna Gospodarstwa Wiej skiego. ul. Nowoursynow~ ka 166. 02-787 Warv.a w~1 , 
e-mai I: gkoszc la@mors.sggw. wa w.pl 
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PORTFEL O RYZYKU DOWOLNIE MAŁYM 

Jak zauważono w pracy [Koszela 2004], włączen i e instrumentów wolnych od ryzyka 
cł o portfela oznacza utworzenie portfela dwuskładnikowego zlożonego z instrumentów 
wo lnych od ryzyka i ryzykownych akcji. 

N i ech P oznacza portfel złożony z dwóch rodzajów akcji A i B przynoszących zysk 
(oczek iwana stopa zwrotu) zA i ZIJ, obarczonych ryzykiem (odchylenie standardowe) sA 
i sn oraz pow i ąza nych według wspólczynnika korelacj i PAil E (-1 , 1). W pracy [Koszela 
2003] podano interp retację geometryczną za l eżności zysku od ryzyka op i saną przez 
odpowiednie równanie hiperboli . 

Niech D oznacza obligacj ę p rzy n oszącą zysk zD. Ponieważ akcje przynoszą na ogól 
w i ększy zysk niż ob ligacj e, w i ęc można przyjąć , że zD < zA oraz ZD < z0 . Nie zmniejsząjąc 
ogó ln o śc i ro zważaii , przyjmijmy też, że zA < z13 oraz sA < sn , co j est naturalne, gdyż 
w praktyce akcje p rzynoszące w i ę kszy zysk są na ogół obarczone większym ryzykiem. 

I lu stracją powyższej sytuacji jest poniższy rysunek. 

z 

B 

M 

A 
D 

l\ ys. I . Port le i z l ożo ny z obli gacji i dwóch rod zajów akcj i 
Fi g. I Ponrolio malle rrom bonds and two typcs o f cquitics 
i'. 1ódł u . O pi:n:uwa ni c wlas n~ . 
Snurcc: Ow11 d:ibor:it io n. 

Odcinek DP ilustruje wszystkie portfe le trój skład nikowe złożone z akcj i A, B 
i obli gacji D, przy czym skrajni e punkt D obrazuje portfel złożony wylącznie z ob liga­
cji. a punkt P - wy l ączni e z akcji. Przesuwając si ę po odc inku DP w kierunku od D do P 
zwii;: ksza111 y w tak i111 portfelu ud zial akcji kosztem ob ligacj i. Z kolei przesuwając s i ę po 
hiperboli z pun ktem P w kierunku B os i ągamy minimalne ryzyko portfela złożonego 
z sam yc h akcji w punkcie M . 

.Jak za u waży ! autor [Koszela 2004] , pojęcie portfe la rynkowego rozważa s i ę wy­
i<J.c z11i e w odn ies ieniu do I ortfela z lożo n ego z dwóch rodzaj ów akcj i i jednego rodzaju 
ob li gacji . Klor oty z przenies ieniem podanej teori i na przypadek portfeli wieloskladni­
kowyc h po l egaj ą na ty111. że począwszy od portfela trój skladnikowego nie istnieje przej­
r1ysty ocl r owi cdnik równania o kreś l aj ącego zw i ąze k mi ęd zy zysk iem a ryzykiem. 
\V z:i l cin ośc i tej dla portfCla dwuskladnikowego wys tępuj ą stopy zwrotu. odchylenia 
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standardowe i współczynnik korelacji dwóch akcji [Koszela 2003]. W portfelach wielo­
składnikowych występują ponadto udzi a ły wybranych akcji (w trójsk lad nikowym - jeden 
udz i ał , w czteroskładnikowym - dwa udz i a ł y , itd. ). W portfe lu rynkowy m zasadnicze 
znaczenie ma odpowiednia styczna do hiperboli , jej równanie i punkt s tyczn ośc i z hi ­
pe rbol ą. Oznacza to niemożliwość przenies ienia tego zagad nieni a na przypadek portfela 
z lożonego z wielu rodzajów akcji (co najmniej trzech) i jednego rodzaju obli gacji. 

Okazuje s i ę jednak, że istnieje możliwość rozważenia analogicznego zagadnienia 
do zagadnienia portfela rynkowego, dającego s i ę bez istotnych k łopotów prze ni eść n;1 
przypadek portfeli złożonych z dowolnie wielu rodzajów akcji i jednego rodzaju papie­
rów wo lnych od ryzyka. Tę nową koncepcję nazwiemy zagadnieniem port fe la o ryzyku 
dowolnie małym. Wyjśc i owo dysponuj emy tu skł adem port fe la akcji o minimalnym 
ryzyku i j ednym rodzajem obligacji . Daje to możli wość dalszego zmniej sza nia ryzyka 
w za l eżności od udz iału obligacji w takim portfelu. Skrajnie ryzyko to może być nawet 
zerowe - gdy ograniczymy s i ę do obligacji , bądź maksymalne (równe minimalnemu 
ryzyku portfela złożonego z samych akcji) - gdy ograniczymy siQ do samych akcji . 
Port fe le z odcinka łączącego punkty odpowiadaj ące tym „skrajnym'· portfelom nazy­
wamy por(fela111i o l'.J!ZJ!lm dowo/11ie 111a~11111. Poniższy rys unek podaje int erpretacjQ 
geometryczną tego zagadnienia dla port fe la złożo nego z dwóch rod zajów <tkcj i przy PAn 

E (-1 , I) oraz z jednego rodzaj u obligacji . 

z 

Rys. 2. Portfele o ryzyku dowolnie malym 
Fig. 2. Arbitraril y small ri sk port fo li os 
Ż rÓdlo: Opracowanie wlasnc. 
Solll'cc: Own claborati on. 

B = (sn , za) 

Odcinek DM obrazuj e wszystkie portfele o ryzyku dowo lnie malym. Przen oszą siQ 
w sposób analogiczny wzory na ud z i a ł w portfelu , wyprowadzone dla dowolnego port ­
fe la z linii CML [Koszela 2004]: 

Oznaczmy: 
s - ryzyko (odchylenie standardowe) portfela , 
z - zysk (oczek iwaną s topę zwrotu) portfela, 
s~.1 - minimalne ryzyko portfela z łożon ego z samych akcj i, 
zM - zysk odpow i adaj ący ryzyk u s~i, 

w0 - ud z iał wa rtościowy ob li gacji w portfelu , 
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wA - udz i a ł wartośc i owy akcji A ·w portfe lu , 
we - udzial wartościowy akcji B w portfelu. 
Dla dowo lnego (s , z)E DM otrzymujemy: 

s 
WD = J - -

SM 

\V A = 
I
z - w D . z D Z113 I 

I - WD l

zlA z -wD. z Dl 
1- \VD 

w 13 = '---------~ 

Odcinek DM ma równanie postac i: 

ZM - Z!) 
z = ·s+z 0 

SM 

G. Kos:ela 

( 1) 

(2) 

(3) 

PRZV l..:LAD I. 

Wyemitowa no dwa rodzaje akcji : A - przeznaczonyc h na rozwój agroturystyki , B -
przeznaczonych na rozwój infrastruktury. Podać zysk i s kład portfela o ryzyku dowolnie 
1rn1 ly111 wynoszącym 2%, utwo rzonego w od nies ieniu do akcj i A i B, obarczonyc h ryzy­
ki em od powiedni o 5%, 8%, przy noszącyc h zysk odpow iednio 6%, 14%, powiązanych 
wccl lug wspó lczynni ka korelacj i równego 0,5 oraz do ob li gacj i przyn oszącej zysk 4%. 

S11 = 5% S13 = 8% Z11 = 6% Z13 = 14% 
PA11 = 0,5 s = 2% z0 = 4% 

W pracy [Marshall , Bansa l.J podano równanie hiperboli AB. Stąd otrzymuj emy: 

/\ 13 _s_2 
__ (z-6.80)2 = 

1 

(-1.95 )" (5 .66 / 

qd 

S~ 1 = -l,95 'K• Z\1 = 6.80%. 

Ze IVZm u (3) otrzy mujemy 

Z\ 1 - Z n 6.80-4 
7.= ·S-1-Zn = · 2+4= 5,13 

S\ I 4.95 

I Z ll. 

z = 5. 13';} 

7.:c ll'ZnrÓIV ( I) i ('.'.)otrzymujemy: 

') 

\\ ' Il = I - _-_ = 0.60 
-1 .95 

1

5. 13-0.60·4 l-11 

l - 0.60 I 
- ------- = 0.16 \\I i\= J 

6 - 1-1 
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\Vll = 1- IVo-IVA 

IV Il= 1- 0.60 - 0,36 = O.O.+ 

tzn. 

Wo = 60%, W1\ = 36%, Wll=4%. 

Uwaga : Oczyw i śc i e można też bylo zadać z góry s t o pę zwrotu tak iego portfe la (np. 

- j " a! )" ' . 6,so- 4 4 1· ' d . d . k ') I '/ z =) . .) 10 1 z rowna111a z= · s + wy 1czyc o pow1a a 1 ące mu ryzy ·o s = _ m. 
4,95 . 

Poj ęc i e portfela dowo lnie ma-lego ryzyka możn a latwo przeni eść na przypadek port ­
fela z łożon ego z n rodzajów akcji i jednego rodzaju obligacji. Podobnie jak poprze Inio. 
wyj śc i owo nieistotna j est znajomość za l eżnośc i między ryzykiem a zys kiem po rt l"c la 
zlożonego z samych akcji . 

z 

Rys. 3. Portfek o ryzyku dowo lnie malym - przypadek ogólny 
Fig. 3. A rbitraril y small risk port fo li os - gcncral case 
Ż ródl o : Opracowanie wł as n e . 
Source: Own el'1bora1ion. 

Odcinek DM obrazuj e wszystkie portfele o ryzyku dowo lni e 111 a ly111 . .l ego 1·ów11 a11ie 
jest identyczne ze wzorem (3). Oczyw i śc i e wzór na ucl zial ob li gacj i j est identyczny ze 
wzorem ( I ). Wzory na ud z i a ł akcji znajduj emy rozw i ązuj ąc uklad równa1i: 

{
z= w 0 · Zo +w 1 · z ~+ .. . + w 11 · 7. 11 

w 0 +w 1 + ... + w 11 - l 

U s ta l aj ąc udz i a ł n - 2 rodzajów akcji , np . w3 • . .. • w11 otrzy muj emy: 

{
z I . W I + ~2 -~\1 2 = ~ - \\I ~ . z~ ~ \\/ :l . z :l - · · • - 1\111 . z 11 

w 1 +W2- J W o W 0 . . . \ \ 11 

S tąd : 

1\11 = 
I
z - w 0 · z 0 - w 3 · z :i - . .. - w 11 ·z 11 

J - WD - W :l- ··· -\V 11 
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l

z
11 

z-wD ·ZD -w3 · Z3 - ... -wn ·Znl 

l -wD - w 3 - ... -w n 
W2 = ----------------

Z 1 - Z2 

G. Koszela 

(7) 

gdzie ryzyko .1· i zysk z portfe la o ryzyku dowolnie malym zw i ąza ne są analogiczni e jak 
poprzednio za l eżnośc i ą (3). 

Wartośc i sM i z~ 1 wyznaczamy metodami anali zy matematycznej. 

PllZYKLAD 2. 

Wyemitowano trzy rodzaje akcji: A - przeznaczonych na rozwój agroturystyki , B -
przeznaczonych na rozwój infrastruktury, C - przeznaczonych na rozwój produkcji 
cukru. Znal eźć zysk i sklad portfela o ryzyku dowolnie malym wynoszącym I%, z l ożo ­

nego z akcj i A, B, C (obarczonych ryzyk iem 3%, 5%, 8%, przynoszących zysk 8%, 
I 0%, 15% i powiązanyc h wed lug wspólczynników korelacji PAB = 0,4, PAC = 0,2, PBc = 
- 0,3) oraz obligacji dającej zysk 5%. 

SA= 3% 

ZA= 8% 

P 11 1J = 0,4 

s= I% 

SB= 5% 

Z13 = 10% 

PAC= 0,2 

Zo = 5% 

Metodami anali zy matem:itycznej otrzymujemy: 

S~t = 2,81 o/o Z~t = 9,19% 

Ze wzoru (1) mam y: 

l 
\\I D = l - --=0,64. 

2.8 1 

Z kolei ze wzo ru (3) mam y: 

z = 9·19 - S · I + 5 = 6 49 
2,8 1 , . 

tzn. 

tzn . 

Sc = 8% 

Ze= 15% 

Pile = - 0,3 

Wo = 64% 

z = 6,49 % 

Wszys tkie trzy akcje oba rczone są ryzyk iem znacznie w i ę kszym od oczekiwa nego 
poziomu 1%. Oznacza to. że udzial ich w port fe lu musi być minimalny. Szczegó lnie 
dotyczy to akcji C (8% > 1%). Dlatego też przyjmiemy we = 2%. Korzystając ze wzoru 
(6) dla n = 3 mam y: 

1

7. - IVl)· Zn -Zc ·W c Z113 l 
1- wD - wC' 

\ V t\ = ------,-----...,---~ 

lz ;1 z113 1 

czyli : 

W,1=20 % 

1

6,49 - 0,64. 5 - 15. 0,02 1101 

I - 0,64 - O,Q2 

-----,-J~-\--,ol---~ = o.20, 
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Wreszcie 

w 13 =I - w D - w A - w c =I - 0,64 - 0,20 - 0,02=O,14, 

tzn. 

Wn=14 o/o 

81 

Na zakol1czenie podamy teraz przykład ilu struj ący tzw. krótką sprzedaż 

w zagadnieniu portfela. Dotyczy to sytuacji, gdy jeden lub ki ł ka ud z ia ł ów jest u1 em­
nych. W konsekwencji co najmniej jeden udzi ał przyjmuje wartość w i ększą od I . 

PRZYKŁA D 3. 

Kupiono akcje A, B i obligacje D z przykł adu I , tworząc port fe l o ryzy ku dowo lnie 
ma łym wynoszącym 2%. Portfe l ten obrazuje punkt E = (2 ; 5, 13) na rysunku 4. Po 
pewnym czasie zysk z tych obligacj i znacznie wzrós ł , co s powodowa ło wzrost ich ceny. 
Za pieni ądze uzyskane z ich sprzedaży zakupiono akcje A i B. Podać s k ł ad portfe la 
o ryzyku dowolnie małym przynoszącego zysk w wysokośc i 15% oraz to ryzyko. Po rtfCI 
ten obrazuje punkt F l eżący na przedłużeniu odcinka DM , po prawej stroni c pun ktu M. 

Ze wzoru (3) mamy 

15 = 6,80 - 4 . s + 4, 
4,95 

tzn. s = 19,45 % 

z „ 
: F ~ · 

15 : -- - - ---- - - - - - -- - ------ ----- - - - -- -;...,/ 
I / 
I // 
I // 

M // 
6.80 ------------ -- / . E 
5 .1 3 

4 

' ' 
-+-~~~~---~~-------- L--~ s 

2 4,95 19,45 

Rys. 4. Kró tka sp rzedaż - ilustracj a dla p rzyk ł adu 3 
Fig. 4. Short sc il - the ill ustration ror example nu mber 3 
Ż ród l o: Opracowanie wlasnc. 
Sourcc: Own clabora ti on. 

Ze wzo ru (1) mamy: 

-1 19,45 - 2 9" Wo - - ---- 'J, 
4,95 

tzn. 

Wo = -293% 
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Z kolei z (2) mamy: 

w/\ 

czyli: 

1

15 + 2,93 . 4 141 

1+ 2,9 3 I 
~----= 354 

6 - 14 

WA= 354 % 

Na koniec 

w 11 = 1- (- 2,93)-3,54 = 0,39 

czy li 

W11=39 % 

UWAGI KOŃCOWE 

C. Koszela 

W niniejszej pracy wprowadzono poj ęcie portfe la o ryzyku dowolnie małym . Wyj­
śc i owo dowolne zmniej szanie ryzyka odnosi si ę do portfela akcyjnego o minimalnym 
ryzyku z możliwością rozważeni a portfela o dowolnej iloś ci akcji (co nie było możliwe 
w przypadku portfe li z linii CML). Po dołączeniu odpowiedniej ilo ś ci obligacji ryzyko 
port fe la może zbli żyć siQ nawet do zera. Możliwe jest również, dz i ę ki krótkiej sprzedaży , 

z1rnc z11 e zwiQkszeni e zys ku . 
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Analiza portfela o 1y::yk11dowolnie 111aly111 

ANALYSIS OF ARBITRARILY SMALL RISK PORTFOLIO 

Abstract. In the paper there have been given fo rmulac for ri sk and n.:turn or market port fo lio. 
and, consequentl y, the range of ri sk and return variation o r any portfo lio from the ca pit al 
market line. Therc have also been given formulae for co mpos ition, ri sk . and return or such 
a port fo lio, depending on the leve l of ri sk avcrsion. or. as an cqui va lent. 011 the leve l or 
expectati ons of an adequate return . Unfortunately. it is impossible to apply the new result s 
to multi-clcment port l'olios . 1-łowevcr. such a possibility ari ses al'ler the i11t roduc ti o11 or 
a notion of an arbitrarily small ri sk portfolio in thi s paper. lnitiall y. the arhitrary dccrcasc or 
ri sk refers to a minimum ri sk stock portfolio, with a poss ibility or co nsiderin g a portfolio 
with an arbitrary number of stocks. After the inclusion or bonds. the portfol io' s risk may 
fali even to zero. Due to the short sale, it is al so poss ibl e (at least. thco retical ly) to ohtain 
arbitraril y big return. 

Key worcls: portfolio, ri sk, ri sk portrolio. short sale 
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